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ブラックホール解の安定性は [14, 15, 16]などにおいて行われてきたが、これに対する量子
重力の補正の効果を吟味することも興味深い課題である。実際、EGB重力理論においての
ブラックホール時空の安定性はR.J.GleiserやG.Dottiたちを中心に行われている [17, 18, 19]。















また、J.Maldacenaによって提唱された AdS/CFT対応 [27]（Anti de Sitter(AdS)時空の物


















ル解の摂動安定性 [20, 21, 22, 23]について記した。特に十分小さいブラックホール時空は必
ずゴースト不安定性もしくは動的不安定性が現れることが知られている。また、超弦理論の
































本論で使用する単位系や記法についてまとめておく。本論文においてはc = G = ~ = kB = 1
という単位系を用いる。ここでそれぞれの意味は cは光速、Gは Newton定数、~は Planck
定数、kBは Boltzmann定数である。
テンソルの添え字はギリシャ文字でα, β, . . .と、正規直交標構の添え字はラテン文字でa, b, . . .
と表記する。
Riemann曲率テンソルは任意のベクトル vρの二階共変微分を用いて











gµσ (∂ρgσν + ∂νgρσ − ∂σgνρ) , (1.0.2)
Rµνρσ = ∂ρΓ
µ




µλν , R := Rµνg
µν , (1.0.4)
D次元のWeylテンソルは次の様に与えられる、
Cµναβ := Rµναβ −




(D − 1)(D − 2)
. (1.0.5)
また、EinsteinテンソルGµνを以下で定義する、





dxµ ∧ dxν = −dxν ∧ dxµ . (1.0.7)
接続形式ωab及び曲率 2形式Rabは直交標構 eaの共変外微分から次の様にして定義する
Dea = dea + ωab = T
a (1.0.8)
DDea = (dωab + ω
a
c ∧ ωcb) ∧ eb (1.0.9)
= Rab ∧ eb (1.0.10)
7
ただし、捩率 2形式 T aは特に指定しない限りゼロとする。
また、式の冗長性を避けるため次のような簡略記号を使う。









































































P̂ (p) = k̂ + 2n̂p̂− ϵ̂p̂2 + 2m̂p̂3 − (k̂ + ê2 + ĝ2 + Λ/3)p̂4























(m+ in), ê+ iĝ =
α
ω
(e+ ig), ϵ̂ =
α
ω






















P (p) =k + 2ω−1np− ϵp2 + 2αmp3 − [α2(ω2k + e2 + g2) + ω2Λ/3]p4






























































R− 2∇µϕ∇µϕ− e−2ϕFµνF µν
]
, (2.1.12)
と g2 = 1の場合に簡約化される。
また、D次元の場合においてもアクシオンがゼロの場合には適当な共形変換 (ĝ → g =
eϕ
√
2/(D−2)ĝ)によって String系の EMD理論から Einstein系に移ることで得られる理論は結















































































































r = ρ− ρ−. (2.1.21)
地平線半径などの関係は次のようになる
r0 = ρ−, rH = ρ+ − ρ−. (2.1.22)
ディラトンの電磁場に対する結合を切るとき (g2 = 0)、(2.1.18)の解はReissner-Nordstrømブ
ラックホール解に帰着する。ブラックホール地平線の半径及びその内側にある地平線の半径
は (2.1.16)の計量ではそれぞれ r = rH と r = 0になり、(2.1.18)の計量ではそれぞれ ρ = ρ+




(1 + g22)(M ±
√
M2 − (1− g22)Q2
(1± g22)
. (2.1.23)



















1 + g22M (2.1.25)
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, ϕ = − g2(D − 2)












































ホールの真空解として知られている最も一般的な解は Kerr-NUT-AdS時空 [42, 43]である。
ここでギリシア文字の添え字を特別に µ = 1 ∼ nとし、偶数次元 (D = 2n)及び奇数次元
(D = 2n+ 1)に分けてこの時空を書き下す。










































· · · x2νk , (2.2.3)







µ + bµxµ + dµ (2.2.4)
となる。ここで ck、bµと dµはそれぞれ定数である。






































































































)2 − 4∇2ϕ̂− 1
2
F 2 − 1
12






































































, Nµ = mµx
1−ε






























x2ν1 · · · x
2
νk
, A(0)µ = A
(0) = 1 .
また、記法の簡略化のため s = sinhδ、c = coshδと記し、cn−1 = −1、mµ (µ = 1, . . . , n)、ck
(k = 0, . . . , n− 2)、c̃と δが任意定数となる。
















∗(R + Λ)− 1
2




F ∧ F ∧A. (2.2.12)
ここでもF = dAであり、Aに関して変分をとると
d ∗ F − 1√
3
F ∧ F = 0 . (2.2.13)
また、計量に関しての変分から













































































































2 − 4RµνRµν +RµνρσRµνρσ (3.1.2)
便利のため α1 = 1とおくが、必要な場合はあらわに書くこととする。計量に関しての変分
から得られる場の方程式は
Gµν + α2Hµν = 0 , (3.1.3)
Hµν = 2
[









ds2D = −fe−2δ(r)dt2 + f−1dr2 + r2dΣ2k , (3.1.5)
17
ここで dΣ2kは (D − 2)次元の極大対称空間の線素で計量 γ̄ijを使って
dΣ2k = γ̄ijdx
idxj , (3.1.6)
と表される。ここで、曲率の符号 kは k = 0,±1で与えられるとする。次のような関数を導
入すると







δ′(r) = 0 , (3.1.9)








この解は ℓ = α̂1/22 とすると µ = 0の時には
ψ = 0, または ψ = −ℓ−2 (3.1.11)
となり、計量関数に焼き直すとそれぞれの場合の f(r)は




となり、前者は k ̸= 0で平坦な時空を表し、後者はAdS半径が ℓで与えられるAdS時空とな
る。µ ̸= 0の場合に計量関数は











となり、これらの解 fGB±(r)はそれぞれ f(r) = fGB+(r)を “general relativity(GR)分岐”、
f(r) = fGB−(r)を “AdS分岐” と呼ぶこととする。
GR分岐:f(r) = fGB+(r)
k = 0や k = −1の場合では地平線が存在しない裸の特異点になっている。また、k = 1の
とき r → 0で f(r) < 0となり、r → ∞で平坦に近づく (f(r) → 1)ので時空は必ず事象の地
平線を持ち、ブラックホールと解釈できる。十分遠方 (1 ≪ r)あるいは弱結合 (α̂2M ≪ 1)を
考えると、





















より明らかに fGB− > 0なので、この解は地平線を持たないが、fGB−が rの負冪を持つこと
から r → 0において、発散するので裸の特異点になっている。一方、k = −1とすると、











となり事象の地平線を持つ場合がある。地平線を持つとしてその半径を r = rH とすると





H + µ = 0 , (3.1.17)
D ≥ 6のとき
h′(rH) = (D − 3)rD−6H
(
r2H − α̂2(D − 5)/(D − 3)
)
, (3.1.18)
となり、rH = rHC ≡
√
α̂2(D − 5)/(D − 3)のときに h(r)は極小値（かつ最小値）h(rHC) =
µ− 2rD−5HC (D− 4)α̂2をとる。h(rHC) < 0の時には h(0) = 2µ > 0に注意すると二つの地平線
を持つことが分かる。また、h(rHC) = 0の時には一つの縮退した地平線を持ち、h(rHC) > 0
では地平線を持たないことも同様に分かる。実際、h(rHC) = 0となるのは
α̂2 = α̂C = (D − 5)2/(D−3)/(D − 3)4 , (3.1.19)
であるので、α̂2 > α̂C のときにはブラックホール地平線と、内部地平線の二つの地平線を
持つReissner-Nordstrømブラックホールに似た時空構造になる。特にこの地平線がブラック




α̂2 ≤ r2H ≤ 2α̂2 . (3.1.20)
に限定される。























































































(D − 3)r2H + (D − 5)α̂2
r2H + 2α̂2
(3.1.27)

























ロピー (面積の 4分の 1)からずれる。曲率高次項が存在する場合には時空の一般共変性を用


















球対称 (k = 1)の大きい AdS Schwarzschildブラックホールは熱力学的に安定であるのに対
して、小さいものは不安定であることが知られている。それ故、大きい AdS Schwarzschild
ブラックホールは小さいブラックホールの代わりに熱的なAdS時空に相転移すると考えられ
ており、これを Hawking-Page(HP)相転移 [58]と呼ぶ。一方、平面対称 (k = 0)や双曲対称



























ρ1σ1 · · ·Rµmνmρmσm , (3.2.1)
と与えられる。ここで δ[λ1···λm][ρ1···ρm] は一般化された Kroneckerのデルタで上下すべての添え字に
関して完全反対称になっている（詳しくは付録 8.1を見よ）。また、RµνρσはD次元時空での
Riemannテンソルを表す。宇宙項はゼロ次の Lovelock項として扱うことができる (α0 = Λ)。
以下の議論では超弦理論から要請されるように結合定数はすべて正の値をとるとする (m =自

















ρ1σ1 · · ·Rµmνmρmσm . (3.2.3)
計量が次のように与えられる静的時空を考える
ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2γ̄ijdxidxj (3.2.4)









































= µ r−(D−1) . (3.2.7)
ここで µは積分定数で ADM 質量と関係している。また、結合定数の再定義として â1 = α1
及び α̂m = (D − 3)2mαm (m ≥ 2)のようなものを用いた∗。






辺の概形が図 3.1で与えられるような場合を考えよう。図 3.1において、W [ψ]に当たる曲線





ここで地平線の存在を仮定し地平線半径を r = rH とすると f(rH) = k − r2Hψ(rH) = 0よ







合定数が正であるという超弦理論からの要請を考慮すると (αn ≥ 0, n ≥ 2)、図を使った解
法から de Sitter時空が真空として解になるためには正の宇宙項が必要であることが分かり、
これは ψ > 0においてW [ψ] ≥ W [0]であることからW [ψ] = 0を満たす ψが存在するため
にはW [0] < 0が必要であるとも理解できる。







左辺をW (ψ)と置く (W (ψ) = ψ + α̂4ψ4)。µ = 0のときの (3.2.9)の解は
ψ = 0, または − ℓ−24 . (3.2.10)
y = W HΨL
asymptotically AdS
   black hole solution
asymptotically flat





y = Μ r-HD-1L
Ψ
y
図 3.1:一般の Lovelock重力理論から得られる代数方程式のグラフを用いた解法の例。ある質量 µにおいて r
に対して直線（紫）と曲線（青）の交点として ψの値が決まるので、rの関数として ψを求めることができる。
23
ここで、ℓ64 = α̂4であり、それぞれの場合 f(r)は




と書ける。やはりEGB重力理論での場合と同じように前者は平坦の時空で (特に k = 1では




































4Ĉ22 − 3Ĉ0 − Ĉ2 , (3.2.13)
とおくと計量関数は以下のように書ける。
f±(r) = k − r2ψ4±(r) , (3.2.14)
これらは ψ4+(∞) = 0 と ψ4−(∞) = −l−24 であるので、EGB重力理論の場合と同じように
f+(r)をGR分岐、f−(r)をAdS分岐と呼ぶことにする。これらの解 f4±(r)は図 3.2において
は、水平線 y = µ/rD−1と曲線 y = W [ψ]の二つの交点にそれぞれ対応している。実数解が
二つしかないことは関数が極値を一つしか持たないため図 3.2ととも整合的である。
また、ブラックホール解の質量µL4と地平線半径との関係は f4±(rH) = 0より、ψ4±(rH) =
k r−2H となるので (3.2.9)とあわせて、
µL4 = k r
D−3











y = W HΨL
y = Μ r-HD-1L
asymptotically flat
   black hole solution
asymptotically AdS











場合への拡張なども併せて H.Kodamaと A.Ishibashiによってなされた [14, 15, 16]。また、
Einstein-Gauss-Bonnetブラックホール解に対しての摂動解析は [17, 18, 19]において解析され
た。Lovelockブラックホールに関しての摂動解析は T.Takahashiと J.Sodaによってなされた




この節ではLovelockブラックホール (3.2.4)のテンソル摂動を考える。添え字を a, b = (t, r)
とし ϕ(t, r)を動的な自由度として次のような計量の摂動を考える
δgab = 0 , δgai = 0 , δgij = r
2ϕ(t, r)h̄ij(x
i) , (3.2.17)
h̄ijは (D− 2)次元の極大対称空間の調和関数で、∇̄iを (D− 2)次元計量 γ̄ijに関しての共変
微分とするときに次の式を満たすものである
∇̄k∇̄kh̄ij = γT h̄ij , ∇̄ih̄ij = 0 , γ̄ijh̄ij = 0 . (3.2.18)




































































































































+ VT (r)Ψ = −ω2Ψ = EΨ , (3.2.27)
ここで有効ポテンシャル VT (r)は次のようになる。
VT (r) =




































+ ST , ṼT = VT + f
dST
dr
− S2T . (3.2.31)

































この不等式は任意の φに対して成立する。この不等式は (3.2.34)が負になるとき (3.2.35)は
負のE0の存在、つまり不安定モードの存在を保証するので不安定性が示されることになる。







dr < 0 . (3.2.36)










W [ψ] = −(D − 1)µ
rD
= −(D − 1)W [ψ]
r
. (3.2.37)
(3.2.24)の表式より関数 T ′(r)はW [ψ]を用いて次のように書き下すことができる











T ′′ = rD−5
(
(D − 4)∂ψW −


















(D − 3)(∂ψW )3
[















2(D − 2N − 1)(D − 3N − 1) (3.2.42)
N と次元の関係は逆に次元を偶奇で分けて書くと、偶数次元ではD = 2N + 2、奇数次元で
はD = 2N + 1となる。
まず、偶数次元の場合の安定性を議論する。偶数次元では最高次の項の係数が次のように
負になることがわかる。
F4N−4[2N + 2] = −α̂4NN2(N − 1) < 0 (3.2.43)
この結果、T ′′が負になる領域は、ψを大きくしていく事で必ず見つけることができることに
なる。これは、ψ ≥ ψH = r−2H となることから分かるように十分小さいブラックホールを考
えることで不安定なブラックホールが現れることになる。
次に、奇数次元の安定性に触れよう。奇数次元では式 (3.2.40)に現れる高次の項の中には
F4N−4[2N + 1] = F4N−5[2N + 1] = 0のように消えてしまうものがある。結果、安定性に効
いてくる最高次の項は 4N − 6次の項となり、係数は次のように与えられる





(N − 1)α̂2N−1 − 2Nα̂N α̂N−2
)
ψ4N−6. (3.2.44)












































場合を作ることができる。n次の Lovelock項の作用積分は 2n次元の Euler類を与えること
は既に指摘したが、真空が縮退するような適当な結合定数を選ぶことで更に高い対称性を持

















実数の係数 ctempが一つは存在し、Rµνρσ = ctempδµνρσ が真空状態を表す。一方、偶数の場合に
は必ずしも真空状態が存在するとは限らない。真空の状態が最大で Lovelock項の最高次数
の数だけあることも (3.3.2)から分かる。特に一つの真空に縮退してしまった場合の真空を






= µr−(D−1) , (3.3.4)
29
となり、計量関数は




















−(D−2m) :CS ( odd D )
N+1Cm ℓ
−(D−2m) :BI ( even D )
(3.3.6)
Lovelock重力理論から得られる位相的な重力理論に関しては [77]にまとめが載っている。
偶数次元の LUV 理論とBI 重力理論




Ra1a2 + ℓ−2ea1 ∧ ea2
)
∧ · · ·
∧
(
Ra2N−1a2N + ℓ−2ea2N−1 ∧ ea2N
)
ϵa1a2···a2N−1a2N , (3.3.7)




Ra1a2 + ℓ−2ea1 ∧ ea2
)
∧ · · ·
(
Ra2N−3a2N−2 + ℓ−2ea2N−3 ∧ ea2N−2
)




2 = µr−(D−1) , (3.3.9)
となる。これより静的極大対称解は


















Ra1a2 + ℓ−2ea1 ∧ ea2
)
∧ · · ·
∧
(
Ra2N−3a2N−2 + ℓ−2ea2N−3 ∧ ea2N−2
)
∧ ea2N−1ϵa1a2···a2N−2a2N−1 , (3.3.11)
となる。これを外微分すると 2N +2次元のEuler密度が得られる。捩率をゼロとしたときの
場の方程式は曲率二形式を用いて(
Ra1a2 + ℓ−2ea1 ∧ ea2
)
∧ · · ·
(
Ra2N−3a2N−2 + ℓ−2ea2N−3 ∧ ea2N−2
)











= 0 , (3.3.12)
となる。これより静的な極大対称解の計量関数として

























dω ∧ ω + 2
3



















































d ∗ J (3)1 . (3.3.20)



























[ϵµσ1σ2∇ρRνρσ1σ2 + ϵνσ1σ2∇ρRµρσ1σ2 ] , (3.3.24)
となることが分かる。
七次元への拡張

















































R ∧ ω∧2 ∧R ∧ ω + 1
5


































































d ∗ J (3)1 . (3.3.34)




































Tr (R ∧R ∧R ∧ δω) . (3.3.40)
†少々見づらいが J (7)1
α と J (7)2









































2 µν = 0 . (3.3.43)







d ∗ F (4) = 1
2
F (4) ∧ F (4) +X(8) . (3.3.44)
ここでX(8)は次のようになる











想されるような曲率が偶数次（2(n + 1)次）の理論を得るためには 4n + 3次元の位相不変
量を考えればよいことを次に示す。実際に n = 0、n = 1の場合は具体的に既に見てきた。
4n+ 3次元の位相不変量は 4n− 1次元の位相不変量から次のようにして得られる。
dΩ(4n+3)n = dΩ
(4n−1)
n ∧ Tr (R ∧R) (3.3.47)
dΩ
(4n+3)





































n ∧ Tr (R ∧R) (3.3.51)
dΩ
(4n+5)
























に対する α′展開一次の補正項は II 型理論と同じ形のものが現れる [12, 13]。IIA 型またはM
理論からの有効作用への補正項は、偶パリティの項である Lovelockの四次項 L4と J0と奇
パリティのChern-Pontryagin類からの項X8が現れ、IIB 型からの有効作用への補正項は偶パ















A.Buchelは IIB 型の超弦理論の補正を考えない有効作用の解であるAdS5 ×S5時空の周りに
おいて摂動解析を行うことで補正項を加えた模型において、漸近的に AdS5 × S5となるブ
ラックホールの摂動解の性質を議論した [87]。また、S.Duttaと R.Gopakumarは IIA 型の理




































ds2D = −e2νdt2 + e2λdr2 + e2µdΣ2k , (4.1.3)
また、補助関数として次のようなものを導入する。
A := ke2(λ−µ) − µ′2 , W := ν + λ+ (D − 2)µ ,
X := −
(
ν ′′ + ν ′2 − λ′ν ′
)
, Y := −
(
µ′′ + µ′2 − µ′λ′
)









−2λ {(D − 2)3A+ 2(D − 2)Y }
+α̃4e
−8λ {(D − 9)A4 + 8Y A3}+ γe−8λcB4] . (4.1.5)
となる。ここでBと cは以下のように定義される。
B = A+X − Y − Z (4.1.6)
c =
2(D − 3)
(D − 1)3(D − 2)3
(4D4 − 51D3 + 242D2 − 489D + 330). (4.1.7)
それぞれの計量関数 ν, λ, µで変分をとって得られる具体的な場の方程式は以下となる。












FMλ = α1[(D − 2)3A+ 2(D − 2)Z] + α̃4e−6λ[(D − 9)A+ 8Z]A3
+ γe2λ−W
[
− 7LW + 2ke2(λ−µ)LWB +
d
dr
{(µ′ − ν ′)LWB}
]
= 0, (4.1.9)
FMµ = α1[(D − 2)4A+ 2(D − 2)3(Y + Z) + 2(D − 2)X]
+ α̃4e
−6λ[(D − 9)10A2 + 8(D − 9)A(Y + Z) + 8(6ZY + AX)]A2
+ γe2λ−W
[
(D − 2)LW − 2ke2(λ−µ)LWB −
d
dr














+ (ν ′ − λ′ + (D − 2)µ′)FMλ = ν ′FMν + λ′FMλ + µ′FMµ . (4.1.11)
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ここでB(r) = b(r)e2(λ−µ)と置いて (4.1.8),(4.1.9),(4.1.10)を書き下すと、
FMν = α1[(D − 2)3A+ 2(D − 2)Y ] + α̃4e−6λ[(D − 9)A+ 8Y ]A3 (4.1.12)
+ γce−6µ
[
(−3b4 + 4kb3)e2(λ−µ) + 4(D − 8){Y − (D − 8)µ′2}b3
+12(λ′ − (2D − 15)µ′)b2b′ − 24bb′2 − 12b2b′′
]
= 0,
FMλ = α1[(D − 2)3A+ 2(D − 2)Z] + α̃4e−6λ[(D − 9)A+ 8Z]A3 (4.1.13)
+ γce−6µ
[
(−3b4 + 4kb3)e2(λ−µ) + 4(D − 8)µ′(µ′ − ν ′)b3 + 12(µ′ − ν ′)b2b′
]
= 0,
FMµ = α1[(D − 2)4A+ 2(D − 2)3(Y + Z) + 2(D − 2)X]
+ α̃4e
−6λ[(D − 9)10A2 + 8(D − 9)A(Y + Z) + 8(6ZY + AX)]A2
+ γce−6µ
[
{(D − 2)b4 − 8kb3}e2(λ−µ) − 4(D − 8){Y + Z − (D − 9)µ′2}b3















µ = α1[(D − 2)(D − 2)3A+ 2(D − 2)2(Y + Z) + 2(D − 2)X]
+ α̃4e
−6λ[(D − 8)9A2 + 8(D − 8)A(Y + Z) + 8(6ZY + AX)]A2
+ γc(D − 8)b4e2λ−8µ (4.1.15)
と高階微分項が簡単になるのでこの組み合わせを後に解く方程式として採用する。
ゲージを e2µ(r) = r2と取り、ブラックホール解を議論しやすい次のような計量に書き換える。
ds2D = −fe−2δ(r)dt2 + f−1dr2 + r2dΣ2k (4.1.16)
地平線上で正則になるようにした関数 b、hを以下のように決める。
h = (f ′ + 2fδ′) r (4.1.17)
b = k − f + h− h
′r − f ′r
2
+





6 {(D − 2)3 (k − f)− (D − 2)h}+ α̃4
{













(D2 − 17D + 64)(k − f)4 − 4(D − 7)(k − f)3(h+ f ′r)
+ 8b(k − f)2 + 12h(k − f)2f ′r
}
+γc(D − 8)b4 = 0, (4.1.20)
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(D2 − 17D + 64)(k − f)− 4(D − 7)h+ 8b
}





2k − 2f − 2b+ (f ′r + 2h)
r
+









HrH − hH) = 0, (4.1.24)
α1rH
6 {(D − 2)3k − (D − 2)hH}+ α̃4
{




−3b4H + 4kb3H − 2(D − 8)b3HhH − 6b2Hb′HhHrH
}
= 0, (4.1.25)
α1(D − 2)rH6 {(D − 1)(D − 4)k − (D − 1)(f ′HrH + hH) + 2bH}
+ α̃4
{
(D2 − 17D + 64)k4 − 4(D − 7)k3(f ′HrH + hH) + 8k3bH + 12k2hHf ′HrH
}






H (4k − 4bH + 4hH + 2f ′HrH − h′HrH)− 2hHh′HrH + h2H = 0. (4.1.27)
で与えられる。ここで地平線上で評価した値に添え字H をつけることとした。正則条件は
地平線上で特異になる項の分子がゼロになる条件であり (4.1.24)、式 (4.1.23)に f(r)をかけ







これより (4.1.26)は bH の四次方程式になる。
b4H + 4C1bH + 3C0 = 0 (4.1.29)
39
ここで C1 と C0 は以下で決められる
2γc(D − 8)C1 = α1(D − 2)rH6 + 4α̃4k3
3γc(D − 8)C0 = α1(D − 2)rH6 {(D − 1)(D − 4)k − 2(D − 1)hH}
+ α̃4
{
(D2 − 17D + 64)k4 − 8(D − 7)k3hH + 12k2h2H
}
(4.1.30)





























4 − C03 (4.1.32)
とした。ここで実数解になり得るのは (4.1.31)の前の二つだけであることが確認できる。次







6 {(D − 2)3k − (D − 2)hH}+ α̃4
{








h′H も hH の関数として表すことができる。
h′H = (k − bH + 2hH)/rH
+
{
4α1(D − 1)2rH7 + 16α̃4rH
[










−(D − 5)(D − 10)k3hH + 6(D − 6)k2h2H − 6kh3H − 6k2hHbH + 2k3b′HrH
}





















(a) rH = 10







(b) rH = 6
図 4.1:数値解は Schwarzschild時空に漸近的に近づいていくが、解のまわりを振動する。青線は Schwarzschild
時空における計量関数の振る舞いで、赤線は補正項を持つ模型での数値解の振る舞いである。ここで初期条件
としてはどちらも hH = 7.5とし、地平線半径はそれぞれ (a) rH = 10、(b) rH = 6となっている。
4.1.3 低エネルギー近似解
この章では γ, α4 ≪ 1となるような低エネルギー極限を考える。ここで a4と γの比は超
弦理論から決まっているものなので、α4 = a4 · γのように置き直すことで γを用いて展開す
る。補正項の無いときのブラックホール解はD次元のSchwarzschild解であることをふまえ
て、次のような展開を考える
f(r) = k − r−(D−3) + γfp(r) + o(γ2) (4.1.35)
h(r) = (D − 3)r−(D−3) + γhp(r) + o(γ2) (4.1.36)
b(r) =
(D − 1)(D − 2)f̄0
2r(D−3)
+ γbp(r) + o(γ
2) . (4.1.37)
これを場の方程式 (4.1.19),(4.1.18), (4.1.20)に代入し、γの最低次の部分を取り出すと
4f0(fp − hp + bp) + 2f0(h′p − f ′p)r + h0(f ′pr − hp) = 0 (4.1.38)
α1(D − 2)r6H{(D − 1)(D − 4)fp + (D − 1)(hp + f ′P r)− bp}
− 3a4(D − 2)8(D − 1)(3D − 4)r−4D+6 −
c
16
(D − 1)4(D − 2)4(D − 8)r−4D+6 = 0 (4.1.39)
α1(D − 2)r6H{(D − 3)fp + hp}+ 3a4(D − 1)8r−4D+6
− c
16












ck(D − 1)4(D − 2)2
r3D−3
+











2a4(2D − 3)(D − 3)8
r4D−6


















































































































摂動を行う。このとき ϕ̄ ∼ ϕ̄0ξp , f̄ ∼ f̄0ξq , h̄ ∼ h̄0ξr(p, q, r < 0)というような冪級数解を
仮定すると、
h̄0ξ
r + (D − 1)f̄0ξq = 0 (4.2.6)
(D − 1)qf̄0ξq = −
{










q − qf̄0ξq = 0 (4.2.8)
と言う関係が得られる。ここでは非自明な解に興味があるので、最初の方程式からは









q = −(D − 3) (4.2.11)
となる。この結果、一次までの漸近形は次のようになる
f = k + f̄0r
−(D−3) , (4.2.12)
h = −(D − 3)f̄0r−(D−3) , (4.2.13)
ϕ = −
(




















−(D−3) + f̄1(r) (4.2.16)
h̄ = h̄0r
−(D−3) + h̄1(r) = −(D − 1)f̄0r−(D−3) + h̄1(r) (4.2.17)
ϕ̄ = ϕ̄0r
−3(D−3) + ϕ̄1(r) = −
(
(D − 1)(D − 2)f̄0/2r−(D−3)
)3
+ ϕ̄1(r) (4.2.18)
ここで f̄1 = o(r−(D−3)), h̄1 = o(r−(D−3)), ϕ1 = o(r−(D−3))を仮定した。これから
12(D − 1)kγcϕ̄0r−3(D−3) = α1(D − 2)r6
{






= −α1(D − 2)r6
(








































が得られる。式 (4.2.19)と (4.2.20)の次数を較べると（式 (4.2.19)左辺は少なくともO(r−3(D−3))
である。）式 (4.2.20)に含まれる ξ−4(D−3)の項を落とすことができるので






































ϕ1 = 18(D − 1)(3D − 1)Aϕ̄0
2
3 r−5(D−3)−6 (4.2.25)
となる。定義 h̄ = h+ 2(k − f)と f̄ = f − kとを思い出すと
h̄1 = h1 − 2f1 ,f̄1 = f1 (4.2.26)
となるので、二次までの漸近形は次のようになる
f(r) ≃k + f̄0r−(D−3) − 12Ar−6−3(D−3) (4.2.27)
h(r) ≃− (D − 3)f̄0r−(D−3) + 12(D − 2)Ar−6−3(D−3) (4.2.28)







れも Schwarzschild解に非常に近い振る舞いをしながら、地平線に付近 (f(r) ≈ 0)に来たと
ころで地平線に到達する前に発散する (f(r) → ∞)という結果が得られている。
4.2.2 漸近的振動解の摂動解析
数値計算の結果から漸近的に振動するという振る舞いが見つかっているのでこれを解析す
る。まず k = 1と固定して、図4.1での解の漸近的な振る舞いから f = 1− ϵ (ϵ≪ 1)とh≪ 1
を仮定する。結果として基礎方程式 (4.1.21)∼(4.1.23)は次のようになる
ϕ′ = − 1
4γcr
{
(D − 2)r6Hr6 [(D − 3)ϵ− h] + γcϕ
[




ϵ′ = − 1
(D − 1)r
{



















振動の振る舞いから ϵと hは rに関して減っており、ϕの振幅は一定、また、r6ϵと r6hは増
えていることが読み取れるので、次のような形で近似をする。
ϕ′ = −(D − 2)
4γc
r5 [(D − 3)ϵ− h] (4.2.30)









3 − ϵ′ = (D − 2)ϵ′ . (4.2.32)

























となる。式 (4.2.34)の右辺とくらべると α = βが読み取れるので
ϕ = −1
8
























( for D = 11) (4.2.39)
よって









h = 9ϵ ,





































綿密に研究されている [96, 97, 98, 99, 100]。また、C.M.ChenやGal’tsovのグループはブラッ
















R̂ + 4(∇̂ϕ̂)2 + α2R̂2GB
)
, (5.1.1)
ここで κ2D はD次元の重力定数とし、ϕ̂は String系でのディラトン場とする。String系では
ディラトン場が曲率テンソルに非最小結合をしているが、次のような共形変換を考えること
で最小結合に書き換えることができる。
gµν = exp[−2γ2ϕ̂] ĝµν , (5.1.2)
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R2GB + F [∇ϕ,R]
)]
, (5.1.3)
ここでϕ = 2γϕ̂∗とディラトン場を再定義した。RやR2GBはそれぞれEinstein系での計量 gµν
に関してのスカラー曲率とGB項である。String系での有効作用を出発点にしたが、GB項が
存在したため、F という付加項がついた、これは具体的には







(D − 1)4γ4(∇ϕ)4 + (表面項) , (5.1.4)
と表される。付加項Fは宇宙論的な解を議論するときやブラックホール時空を解析するとき




































†論文 [26]では EDEGBでなく truncated DEGB(TDEGB)と呼んでいた。これは String系の作用が正しくも
う一方が間違っているという誤った印象を与えてしまうために変更した。
48














−4λ̂[(D − 4)5Â2 + 4(D − 4)Ŷ Â− 8ϕ̂′ν̂ ′Â]}, (5.2.2)
Ŷ やŴなどの量は、前章で定義したY やWをハット付きの関数を用いて定義したものとする。
プライムにより r̂に関しての微分を表すこととする。再定義した結合定数 (α̃2 := (D−2)3α2)
によって変数を規格化する‡。この作用関数を ϕ̂, ν̂, λ̂と µ̂に関して変分をとることで基礎方
程式を得る。更に新しい関数 f̂ と δ̂を導入し、ゲージ固定を e2µ̂ = r̂2としてブラックホール
解を解析するのに便利な次のような計量に書き換える。
ds2 = −f̂(r̂)e−2δ̂(r̂)dt2 + f̂(r̂)−1dr̂2 + r̂2dΣ21 (5.2.3)
と同じように定義された ĥや X̂を用いて基礎方程式は次のように与えられる




(D − 2)3(1− f̂)− (D − 2)(f̂ ′r̂ + ĥ) + 2X̂f̂ r̂2





(D − 4)5(1− f̂)2 − 2(D − 4)(1− f̂)(f̂ ′r̂ + ĥ)










(D − 4)5(1− f̂)2 − 2(D − 4)(1− f̂)(f̂ ′ − 4f̂ ϕ̂′)r̂

















(D − 2)4(1− f̂)− (D − 2)3(f̂ ′r̂ + ĥ) + 4(D − 2)3f̂ ϕ̂′r̂




(D − 4)6(1− f̂)2 − 2(D − 4)5(1− f̂)(f̂ ′r̂ + ĥ)
+ 8(D − 4)5(1− f̂)f̂ ϕ̂′r̂ + 8(D − 4)f̂(1− f̂)(X̂/2 + ϕ̂′′ − 2ϕ̂′2)r̂2
+ 2(D − 4)ĥf̂ ′r̂ + 4(D − 4)(1− 3f̂)(f̂ ′r̂ + ĥ)ϕ̂′r̂ − 8f̂ ĥ(ϕ̂′′ − 2ϕ̂′2)r̂2
− 8ĥf̂ ′ϕ̂′r̂2 + 16X̂ϕ̂′f̂ 2r̂3
]
= 0 . (5.2.8)











































一方、事象の地平線 (r̂H)においては計量関数 f̂ が消える (f̂(r̂H) = 0)が、物理量は有限でな
くてはならないので r̂H においても計量関数とその微分が有限であることが必要になる。こ
の条件は r̂ → r̂H において基礎方程式に次の様な三つの拘束条件を与える。
ρ̂2H
[

























(D − 4)6 − 4(D − 4)5ξ̂H + 4(D − 4)ζ̂H
+ 8(D − 4)ξ̂H η̂H + 2(D − 4)ξ̂2H − 8ξ̂2η̂H
]
= 0, (5.2.14)
ここで、地平線上で評価した値には ϕ̂H , ϕ̂′H ,f̂
′






2 , ξ̂H := r̂H f̂
′
H , η̂H := r̂H ϕ̂
′
H , ζ̂H := r̂
2
H(X̂f̂)H . (5.2.15)
式 (5.2.11)∼ (5.2.13)から ξ̂Hと ζ̂Hを消去すると (ここでは ξ̂H ̸= 0と ζ̂H ̸= 0を仮定した)、次
のような η̂H に関しての二次方程式を得る
âη̂2H + b̂η̂H + ĉ = 0 , (5.2.16)
ここで â、b̂と ĉは ρ̂H とDの関数で次のように与えられる
â = 4(ρ̂2H + 2)
[
(D − 2)3ρ̂6H + 2(D3 − 5D2 + 2D + 14)ρ̂4H





(D − 3)(D − 2)2ρ̂8H + (D − 2)(7D2 − 43D + 72)ρ̂6H
+ 2(D − 4)(D3 − 37D + 72)ρ̂4H + 2(D − 4)5(3D2 − 5D − 16)ρ̂2H
+ 4(D − 1)(D − 5)(D − 4)2
]
,
ĉ = −(D − 1)ρ̂2H
[





二次方程式 (5.2.16)の判別式は次元Dと半径 ρ̂H に依存するが、判別式が負ならば実数の
ϕ′Hが存在しないので、正則な地平線が存在しないことになる。判別式が非負になるための条
件は次元Dに応じて ρ̂2Hに条件を与える。つまり、基本定数である α̃2から地平線半径 r̂Hに
制限がつく。次元がD = 4 ∼ 10において α̃2 > 0の仮定の下に得られた正則な地平線半径に
関しての条件は表 5.1にまとめた。四次元においては地平線半径は r̂H = 2.95712 α̃
1/2
2 が最小
値になり、五次元と六次元ではそれぞれ 1.03572 α̃1/22 < r̂H < 2.55757 α̃
1/2
2 と 1.46781 α̃
1/2
2 <











D k = 1の場合に正則な地平線になるための条件
4 ρ̂H ≥ 2.95712
5 ρ̂H ≥ 2.55757 または ρ̂H ≤ 1.03572
6 ρ̂H ≥ 2.25772 または ρ̂H ≤ 1.46781












































である。それぞれの動径座標 rと r̂は式 (5.3.3)や式 (5.3.4)を通して関係しているので、地平
線半径は次のような関係で結びつけられる、









GM = GM̂ − (D − 3)γ2Q̂ϕ, (5.3.6)




Qϕ = 2γQ̂ϕ . (5.3.8)
ここで Q̂ϕとQϕはそれぞれString系とEinstein系でのディラトン電荷で、計量関数の漸近形
























































2 f ′H . (5.3.15)
を使うと系に依らずに一致することが分かる。DEGBでのブラックホール解のエントロピー






















BHエントロピー (SBH := AH/4)に対しての補正は
SS − SBH =
2α̃2
r2H





のとき地平線での初期値を δH = 0, ϕH = 0とおき、漸近的に平坦な解を求める。求まった
解に対して δ, ϕを δ̃(r) = δ(r) − δ(∞)や ϕ̃(r) = ϕ(r) − ϕ(∞)などと再定義する。この操作
は δや ϕが微分としてしか場の方程式に現れないので可能になる。結果、r → ∞のときに




量M は結合定数の変換に関して α̃(D−3)/22 という形で変換されることから、それで規格化し
た値を図示した。また、M そのものではなく M̄ := κ2DM を数値計算の結果として表示して
いるが、κD = 1という単位系においてはどちらの質量も同じ意味を持つので、以下では単
純にM と表記する。


















(M (L)min = 395.862α̃2)のまわりに大きさの異なる質量の同じブラックホール解が二種類存在す









































半径の最小値 r̂H(min) = 2.55757α̃
1/2
2 は地平線の正則条件から求まるものと一致する、これも
四次元の場合と類似している点である (表 5.1と表 5.2を比較のこと)。小さい系列においては
質量の最大値はM (S)max = 19.7733α̃2となり、質量の最大値付近では折り返しは存在しない。地
平線半径がゼロに近づく場合には重力質量もゼロに近づく。このときにM ≈ 0.100295 α̃1/22 rH
という関係でゼロに近づくことが分かる、五次元の Schwarzschildブラックホールの場合は








もつ。十次元の小さい系列の最大質量はM (S)max = 68.6614α̃
7/2
2 となり、ゼロ極限においては
M ≈ 84.1890 α̃2r5Hという振る舞いをする（十次元のSchwarzschildブラックホールの場合は





表 5.2: 数値的に求まったブラックホール解の地平線半径の存在範囲を String系の場合 (ρ̂H := r̂H/α̃
1/2
2 ) と






4 ρ̂H ≥ 2.95712 ρH ≥ 3.65726
5 ρ̂H ≥ 2.55757 または ρ̂H ≤ 0.647144 ρH ≥ 2.84836 または ρH ≤ 0.636670
6 ρ̂H ≥ 2.26141 または ρ̂H ≤ 0.780228 ρH ≥ 2.44467 または ρH ≤ 0.788059
7 ρ̂H ≥ 2.13495 または ρ̂H ≤ 0.835000 ρH ≥ 2.25907 または ρH ≤ 0.842271
8 ρ̂H ≥ 2.12365 または ρ̂H ≤ 0.848702 ρH ≥ 2.21291 または ρH ≤ 0.853517
9 ρ̂H ≥ 2.15406 または ρ̂H ≤ 0.842414 ρH ≥ 2.22300 または ρH ≤ 0.845275
10 ρ̂H ≥ 2.20216 または ρ̂H ≤ 0.827220 ρH ≥ 2.25818 または ρH ≤ 0.828790
5.4.2 熱力学
熱力学的な性質に関して議論する。まず、エントロピーと重力質量Mの関係を図 5.2に示


















































































る舞いはD = 6 ∼ 10において確認できた。















散すると予想される (5.4 (c))。これは Kretschmann不変量K := RµνρσRµνρσの振る舞いを図
示した図 5.5 (a)において地平線における曲率が rH → rmin付近において急激に増えている
ことが読み取れることから理解できる。これは曲率特異点が rH → rminの極限において現れ
ることを意味する。
五次元の大きい系列においてはやはり四次元の場合と似た振る舞いをすることがわかる。





0.554630̃α1/22 (点線)の場合（対応する質量はM = 19.7733α̃2と 12.7352α̃2）には地平線の外
(r ∼ 2rH)において質量関数などが変わった挙動をする。Kretschmann不変量の振る舞いは図
5.5 (c)に示してある。曲率不変量は地平線付近では発散する兆候は無い代わり、r ≈ 2.18rH
においておかしな振る舞いをする。この点がM → M (S)maxにおいて特異点になる場所であろ




























































































た r ≈ 2.18rH 付近において変な挙動を見せていることが読み取れる。
56





























































































































い系列とは異なった振る舞いをすることが分かる。この場合 rH → r(L)minの極限で地平線付近
でのラプス関数やディラトン場の発散は現れない。
Kretschmann不変量を図 5.9 (a)に示したところによると、rH = 2.25818α̃1/2においては











































わけではない代わりに、最小半径の極限では r ≈ 1.09rH 付近で“衝撃重力波”（発散はしないが、曲率不変量
が不連続になってしまう）が発生する。小さい系列では地平線の外の領域の r ≈ 1.46rH 付近において曲率不
変量はおかしな挙動をし、M →M (S)max の極限で特異点に変わると考えられる。
の最小半径が決まる。小さい系列においては五次元の場合と同じような結果を得た。M (S)max








この章では EDEGB重力理論 (5.1.5)の解析と DEGBとの差、つまり付加項の切断効果を
議論する。この重力理論におけるブラックホール解の解析は四次元の場合は [95]において、
高次元の場合で γ = 1
2
の場合の解析は T.ToriiとN.Ohtaによって詳しく行なわれている [96,













(f ′r + h+ 2(D − 2)f)ϕ′r + fϕ′′r2
−γr−2α̃2e−γϕ
[
(D − 4)5(1− f)2 − 2(D − 4)(1− f)(f ′r + h)
+ 4Xf(1− f)r2 + 2hf ′r
]
= 0, (5.5.1)
fr2FEDEGB(ν) :=(D − 2)3(1− f)− (D − 2)f ′r − 12fϕ
′2r2
+r−2α̃2e
−γϕ[(D − 4)5(1− f)2 − 2(D − 4)(1− f)(f ′ − 2γfϕ′)r
+ 4γf(1− f)(ϕ′′ − γϕ′2)r2 + 2γ(1− 3f)ϕ′f ′r2
]
= 0, (5.5.2)
fr2FEDEGB(λ) :=(D − 2)3(1− f)− (D − 2)h+ 12fϕ
′2r2
+r−2α̃2e




fr2FEDEGB(µ) :=(D − 2)4(1− f)− (D − 2)3(f ′r + h) + 2(D − 2)Xfr2 − 12(D − 2)fϕ
′2r2
+r−2α̃2e
−γϕ[(D − 4)6(1− f)2 − 2(D − 4)5(1− f)(f ′r + h)
+ 4γ(D − 4)5f(1− f)ϕ′r + 4(D − 4)(1− f)Xfr2
+ 4γ(D − 4)f(1− f)(ϕ′′ − γϕ′2)r2 + 2(D − 4)hf ′r
+ 2γ(D − 4)(1− 3f)(f ′r + h)ϕ′r − 4γfh(ϕ′′ − γϕ′2)r2
− 4γhϕ′f ′r2 + 8γϕ′Xf 2r3
]
















































(D − 4)5 − 4(D − 4)ξH + 4ζH + 2ξ2H
]
= 0, (5.5.7)
ρ̄2H [(D − 2)3 − (D − 2)ξH ] + [(D − 4)5 − 2(D − 4)ξH + 2γξHηH ] = 0, (5.5.8)
ρ̄2H [(D − 2)4 − 2(D − 2)3ξH + 2(D − 2)ζH ]
+[(D − 4)6 − 4(D − 4)5ξH + 4(D − 4)ζH





2 , ξH := rHf
′
H , ηH := rHϕ
′
H , ζH := r
2
H(Xf)H . (5.5.10)
式 (5.5.7)∼ (5.5.9)から ξH と ζH を消す (ただし ξH ̸= 0と ζH ̸= 0を仮定)ことで、次のよう
な ηH の二次方程式を得る、




((D − 2)3ρ̄2H + (D − 4)5)((D − 2)ρ̄2H + 2(D − 4))





(D − 2)3ρ̄2H + (D − 4)5
)(
(D − 2)ρ̄2H + 2(D − 4)
)2
−4γ2(D − 1)(D − 4)
(
(D − 2)2ρ̄4H + 2(D − 2)ρ̄2H − 2(D − 4)5
)]
,
c =γ(D − 1)2ρ̄2H
[
(D − 2)3ρ̄4H − 4(D − 2)(D − 4)ρ̄2H − 2(D + 1)(D − 4)2
)]
,
D = 4 ∼ 10の場合には α̃2 > 0のもとで判別式が非負であるための条件 (DD := b2− 4ac ≥ 0)
から得られる正則条件を表 5.3にまとめた。




平線半径が存在しないギャップ (0.962882 α̃1/22 e














D EDEGBにおいて k = 1の場合の正則な地平線の存在条件
4 ρ̄H ≥ 1.86121
5 ρ̄H ≥ 1.45828 または ρ̄H ≤ 0.962882

































加するので最小質量が存在する (M (EGB)min = 2π
2α̃2)。EDEGBの場合にも質量と面積の関係
は単調ではあるが、大小二つの系列に分かれる。どちらの系列も単調増加で折り返しなど
は現れない。それぞれの系列の質量のとる範囲は大きい系列ではM > M (L)min で、小さい





















じように大小二つの解の系列に分かれるので質量のギャップ (M (S)max = 68.6614α̃
7/2


























































SEDEGB − SBH =
2α̃2
r2H







限付近M ≈M (EDEGB)min において折り返しではなくカスプが現れる [107]。カスプは安定性が


































































だの Schwarzschild解なので温度は質量の逆冪になる TH ∝ 1/M。五次元においてはDEGB

































がM = 15.0506α̃2 となるときに Tmax ≈ 0.251938α̃−1/22 = 0.290913α′−1/2で与えられ、摂動
的な方法で与えられた結果ともつじつまが合っている (Tmax ∼ 0.1α′−1/2) [92]。
表 5.4には [96]で扱われた γ = 1/2の場合の EDEGBについても含めてある。本論文で
扱ったEDEGB重力理論との違いはコンパクト化をした次元から決まるディラトン場の結合
定数の値である。熱力学的な性質は基本的に大きな相違はないが、五次元における振る舞い













































































































































































































































































































































































この章では宇宙項を含めないDEGBにおいてまず、平面対称性を持つとき (k = 0)AdS時





つ交差ブレーン解なども考えられている [115]。次に、双曲対称性を持つとき (k = −1)漸近
的にAdS時空となるブラックホール解を数値的に構成し、熱力学的な性質などを議論する。



























(D − 2)3(k − f)− (D − 2)(f ′r + h) + 2Xfr2 (6.1.3)




(D − 4)5(k − f)2 − 2(D − 4)(k − f)(f ′r + h)











(D − 4)5(k − f)2 − 2(D − 4)(k − f)(f ′ − 4fϕ′)r

















(D − 2)4(k − f)− (D − 2)3(f ′r + h) + 4(D − 2)3fϕ′r (6.1.6)




(D − 4)6(k − f)2 − 2(D − 4)5(k − f)(f ′r + h) + 8(D − 4)5(k − f)fϕ′r
+ 4(D − 4)X(k − f)fr2 + 8(D − 4)f(k − f)(ϕ′′ − 2ϕ′2)r2
+ 4(D − 4)(k − 3f)(f ′r + h)ϕ′r + 2(D − 4)hf ′r




































D1 − 4(D − 1)p+ 4p2
]
ℓ2 − α̃2D1 = 0, (6.2.3)[




(D − 1)(D − 4)− 8(D − 2)p+ 16p2
]
= 0, (6.2.4)
ℓ2 − 2(1 + 2p)α̃2 = 0 . (6.2.5)
二つの変数 (ℓと p)に関してこれらの方程式の解が存在すれば AdS時空はこの系の解になっ
ていると言える。(6.2.3)と (6.2.5)を用いて ℓを消すと pに関しての次のような式を得る




2(1 + 2p) α̃
1/2
2 . (6.2.7)
この解は (6.2.3)∼(6.2.5)式を満足するので解となっている。α2 > 0において (6.2.6)の実数解






















−dτ 2 + du2 + dΣ20
]
, eϕ = u−p, (6.2.9)
この解は更に高次の理論である Lovelock重力理論に対して拡張することができ、この一
般化については付録 8.2に記した。





4 0.86148580 −0.31446055 1.31446055
5 0.89109384 −0.30148794 1.20099196
6 0.91035546 −0.29281323 1.14640662
7 0.92386678 −0.28661754 1.11464702
8 0.93385873 −0.28197697 1.09399232
9 0.94154323 −0.27837409 1.07953545




gEµν = exp[−2γ2ϕ ] gµν , (6.2.10)
以下ではEinstein系での変数には添え字Eをつける。ここで非自明なディラトン場のおかげ
で、共形変換によって外周半径が変化してしまうことには気をつけなくてはならない。




















































































dr̄2 + r̄2dΣ2−1 , (6.2.16)
という線素をえる、但し dΣ2−1を (D − 2)次元の単位双曲空間の計量とした。このチャート

























5章 3節と同じように地平線上 (r = rH)では計量関数 f(r)はゼロになるので、地平線上で
計量などの関数とその微分が発散しないためには適当な条件を満たす必要がある。この条件
を求めるために基礎方程式を地平線付近で展開し、r → rH の極限のもとで発散がでない条
件は次のようになる
ρ2H [(D − 2)3k − 2(D − 2)ξH + 2ζH + 4ξHηH ]
+
[
(D − 4)5k2 − 4(D − 4)kξH + 4kζH + 2ξ2H
]
= 0, (6.3.1)
ρ2H [(D − 2)3k − (D − 2)ξH + 2ξHηH ]
+
[
(D − 4)5k2 − 2(D − 4)kξH + 4kξHηH
]
= 0, (6.3.2)
(D − 2)ρ2H [(D − 3)4k − 2(D − 3)ξH + 2ζH + 4ξHηH ]
+
[
(D − 4)6k2 − 4(D − 4)5kξH + 4(D − 4)kζH












H , ζH := r
2
H(Xf)H . (6.3.4)
(6.3.1) – (6.3.3)に含まれる ηH と ζH を消去すると ξH ̸= 0と ζH ̸= 0の仮定のもとで ξH の二
次方程式
aξ2H + bξH + c = 0 , (6.3.5)
が得られる。ここで a, b, cは
a =2(ρ2H + 2k)((D − 1)ρ2H + 2(D − 4)k), (6.3.6)
b =−
[
(D − 2)ρ6H + 4(D2 − 3D − 1)kρ4H (6.3.7)





4(D − 3)5k3 + 2(D − 4)(3D2 − 14D + 7)k2ρ2H














以下では地平線の曲率 (平坦、球対称と双曲対称 k = 0,±1)で場合分けし、議論を進める。
平面対称な地平線 (k = 0)
二次方程式 (6.3.5)は次のように簡単になる、[
2(D − 1)ξH − (D − 2)ρ2H
]








ξH = 0も (6.3.10)の解ではあるが、f ′H = 0となり適切な解が得られない。





双曲対称な地平線 (k = −1)
α̃2 > 0の仮定の下でのD = 4 ∼ 10での許される正則な地平線の範囲を表 6.2にまとめた。
球対称 (k = 1)の場合と異なり、正則な地平線半径の領域には、4 ∼ 10のすべての次元で禁
止されるギャップが現れることが読み取れる。また、ξH と規格化された地平線半径 ρH の関
係を四、五、六次元の場合に関して図 6.1に示した。図 6.1からも分かるように ξHの値が負
となる領域が存在する。このときには地平線は宇宙論的な地平線となるのでもはやブラック
ホール時空を表さなくなってしまう（宇宙論的な解は付録 9.2に記した）。つまりブラック










表 6.2: k = −1の場合に許される正則な地平線半径の条件をまとめた。四次元以上のすべての次元において許
される地平線半径の中に許されない範囲（ギャップ）が存在した。
D 正則な地平線半径の条件 (k = −1)
4 rH ≤ 1.6566722 α̃1/22 または 2.4494897 α̃
1/2
2 ≤ rH
5 rH ≤ 1.5458773 α̃1/22 または 2.6272504 α̃
1/2
2 ≤ rH
6 rH ≤ 1.4951145 α̃1/22 または 2.7522118 α̃
1/2
2 ≤ rH
7 rH ≤ 1.4684167 α̃1/22 または 2.8514273 α̃
1/2
2 ≤ rH
8 rH ≤ 1.4528824 α̃1/22 または 2.9349158 α̃
1/2
2 ≤ rH
9 rH ≤ 1.4431206 α̃1/22 または 3.0076296 α̃
1/2
2 ≤ rH
10 rH ≤ 1.4366113 α̃1/22 または 3.0724201 α̃
1/2
2 ≤ rH

































図 6.1: k = −1の場合に正則条件を満たす ξH の地平線半径 ρH との関係を四次元、五次元と六次元について図
示した。ここで青線はGR分岐を、赤線は AdS分岐を表す。六次元から十次元の場合は定性的に六次元の場合
と同じ振る舞いをする。赤の矢印の範囲が漸近的 AdSブラックホール解が得られた範囲となり、式 (6.3.12)で
与えられる赤の漸近線 (点線)から ξH = 0となる rhoH の値までの範囲になっている。青矢印の範囲が付録 9.2
において議論する宇宙論的解の得られた範囲となる。
6.3.2 無限遠での境界条件




f(r) = r2/ℓ2 + k + µ/rD−3 , (6.3.13)
質量項は r/ℓの負の整数冪（特に−(D − 3)次）で表されるので、計量関数を無限遠の周り
において負の整数冪で展開する次のような形を考える







































(D − 2− 2p)
[
p(D − 3− 2p)f1 + 2pδ1 + 2(1 + 2p)ϕ1
]
= 0 , (6.3.17)
(D − 2− 2p)
[
(1 +Dp− 2p2)f1 + 4pϕ1
]
= 0 , (6.3.18)[
p(1 + 2p)f1 + (1 +Dp− 2p2)δ1
]
= 0 . (6.3.19)
ここで式の簡略化のため (6.2.7)の関係式を利用した。この式は自明な解 f1 = δ1 = ϕ1 = 0し
か持たないことが分かる。よって、級数展開の二次の式に移ると、
(D − 2)(D − 3)pk − p(D − 3− 2p)(D − 4− 2p)f2
− 4p(D − 3− 2p)δ2 − 4(1 + 2p)(D − 3− 2p)ϕ2 = 0, (6.3.20)
[(D − 3)(1 +Dp)− 2p(1 + 2p)]k
− (D − 3− 2p)(1 +Dp− 2p2)f2 − 8p(D − 3− 2p)ϕ2 = 0 , (6.3.21)
p(1 + 2p)k + p(1 + 2p)f2 − 2(1 +Dp− 2p2)δ2 − 8pϕ2 = 0 . (6.3.22)
が得られる。この式を解くと、
f2 = k + 4N [1 + (D + 2)p− 2(D − 4)p2] ,
















数は理論の中のパラメーター (D, kと p)で決まってしまう。r−(D−3)に比例する項の係数を
表 6.3: k = −1の場合に四次元から十次元における級数展開の第二次の係数の値 f2、δ2、ϕ2をまとめた。次元
の数Dが大きくなるにつれ f2は曲率定数 k = −1に近づく。また、ディラトン場を考えない場合に f2 = kが
成り立つ。
D f2 δ2 ϕ2
4 −0.39395966 −0.16785769 0.065379959
5 −0.80848349 −0.11068778 0.10751215
6 −0.90905634 −0.080899823 0.11882449
7 −0.94772138 −0.063112022 0.12330545
8 −0.96634517 −0.051448744 0.12540494
9 −0.97664170 −0.043278079 0.12647678















+ · · · , (6.3.25)




+ · · · , (6.3.26)




+ · · · . (6.3.27)
ここで νf、νϕ及び νδは非整数となる。これを基礎方程式に代入すると、
νf = D − 3− 2p , νϕ = νδ = D − 1− 2p. (6.3.28)
が得られ、µf , µϕや µδは次の拘束条件を満たすような定数として解が求まる
p(1 + 2p)µf + (D − 1− 2p)(1 +Dp− 2p2)µδ
+ 2p(D − 1− 2p)(D − 2− 2p)µϕ = 0 . (6.3.29)
定数のうち二つが自由に選べ、ブラックホール解を特定するための定数になる。µf と µϕは
必ずしも厳密な意味での質量やスカラー電荷ではないが、ここではそれぞれを “質量” と “ス
カラー電荷” と呼ぶことにする。
















ことから δH = 0, ϕH = 0と地平線上で与え、漸近的に AdSとなる解を求めた後にラプス関
数とディラトン場をそれぞれ δ̃(r) = δ(r)− δ(∞)と ϕ̃(r) = ϕ(r)− [ϕ(r)− p/2 ln (r2/ℓ2)]|r=∞




る。k = 0の場合にはΛを任意の実数として r → r∗ = Λrに対して不変であるという付加的
な対称性が存在するので、
f(r) → f ∗(r∗) = Λ2f(r),
ϕ(r) → ϕ∗(r∗) = ϕ(r),
h(r) → h∗(r∗) = Λ2h(r),





ができる。k = 1の場合には漸近的に AdSとなるブラックホール解は存在しない。しかし、
ソリトン的な解として漸近的に AdS時空となる粒子解を構成することができる (付録 9.1)。





い。ここでは便宜上奇数次元の解をタイプ (a)、偶数次元の解をタイプ (b)とする。図 6.2と
図 6.3には五次元と十次元の場合の解の振る舞いを図示した。このとき、計量関数 f とディ
ラトン場 ϕは (6.2.1)と (6.2.2)で与えられるような AdS時空の値との比として図示した。
五次元と十次元どちらにおいても計量関数は単調に漸近的な値に近づいていく。実際に数
値解として求まった地平線半径の範囲は表6.5にまとめた。五次元においては地平線半径に下
限が存在せず、上限は存在する 0 < rH ≤ 0.707087 α̃1/22 。ただし、rH = 0の正則なブラック
ホール解は存在しない。六次元以上では下限と上限のどちらも存在し、六次元と十次元の場合
の値はそれぞれ、0.514410 α̃1/22 ≤ rH ≤ 0.894427 α̃
1/2
2 と 0.782926 α̃
1/2
2 ≤ rH ≤ 1.154671 α̃
1/2
2
となる。特に上限値は (6.3.12)にあるように解析的な値として rH =
√
2(D − 4)/(D − 1) α̃1/22
によって与えられると考えられる。これは (6.3.5)の二次の項の係数が消える点に対応してい
る。表 6.5と表 6.2を較べると、表 6.2においての大きい正則地平線の系列には漸近的にAdS
となる解は含まれておらず、小さい正則地平線の系列にのみ存在することが読み取れる。
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D 地平線半径の範囲 (DEGB) 地平線半径の範囲 (EGB)
4 None None
5 0.000000 < rH/α̃
1/2
2 ≤ 0.707087 0.000000 < rH/α̃
1/2
2 ≤ 0.816497
6 0.514410 ≤ rH/α̃1/22 ≤ 0.894427 0.408248 ≤ rH/α̃
1/2
2 ≤ 1.000000
7 0.636016 ≤ rH/α̃1/22 ≤ 0.999969 0.547723 ≤ rH/α̃
1/2
2 ≤ 1.095445
8 0.705191 ≤ rH/α̃1/22 ≤ 1.069014 0.632456 ≤ rH/α̃
1/2
2 ≤ 1.154701
9 0.750436 ≤ rH/α̃1/22 ≤ 1.118003 0.690066 ≤ rH/α̃
1/2
2 ≤ 1.195229






れ DEGBと EGBの場合を表す。最大の地平線面積は AH,max = 6.9782851 α̃
3/2
2 で ×で示した。地平線半径で
は rH = 0.70708722 α̃
1/2
2 に当たる。また、十次元においては 4.1913928 α̃
4
2 < AH < 93.8048858 α̃
4
2で十次元で













































(a)五次元での TH-S曲線 (b)十次元 TH-S曲線
図 6.5:温度とエントロピーの関係を (a)五次元、(b)十次元の場合に図示した。赤実線とクロ鎖線はそれぞれ
DEGBと EGBの場合を表す。最大の温度は TH,max = 1.18263054 α̃
1/2
2 で端点を×で示した。また、十次元に
おいては TH,max = 12.6217055 α̃
1/2
2 で十次元では 0.78293332 α̃
1/2
2 < rH < 1.1546707 α̃
1/2
2 に対応する。
(a)五次元の TH-CV 曲線 (b)十次元の TH-CV 曲線





ラックホール解では、k = 1では比熱は負に、k = −1では正になることが知られている




量” パラメーターと “スカラー電荷” を計量関数から次のように読み出すこととする。
m[r] ≡ rD−3−2p
(
f [r]− f̄ [r]
)





→ µϕ as r → ∞ . (6.4.6)
図 6.7と 6.8においては式 (6.4.5)と式 (6.4.6)で定義された “質量”、“スカラー電荷” と地平
線半径の関係を図示した。“質量” と “スカラー電荷” それぞれの振る舞いから (I)奇数次元と

























図 6.7:地平線半径と “質量”µf の関係












(I) 五次元での “スカラー電荷” の関係












(II) 十次元での “スカラー電荷” の関係
図 6.8:地平線半径と “スカラー電荷”µϕ
調に下がり出す。“スカラー電荷” も次元の偶奇に応じて “質量” と似た振る舞いをすること
が分かる。偶数次元においては “質量” は既に正の値とは限らなくなっている。但し、これら
の “質量” と “スカラー電荷” はそれだけで物理的に意味が明らかなものではないので、これ
以上の熱力学的な性質を解析していくことは難しいだろう。



























gµν → g̃µν = gµν + b1Rµν + b2∇µϕ∇νϕ+ gµν
(
b3R + b4(∇ϕ)2 + b5 ϕ
)
, (7.0.1)


























がM = 15.0506α̃2 となるときに Tmax ≈ 0.251938α̃−1/22 = 0.290913α′−1/2で与えられ、摂動












また、6章ではString系のDEGB重力理論において平面対称 (k = 0)であるときAdS時空が


































この補項では 5章と 6章で扱った DEGB重力理論の拡張としてディラトン場の結合を加
えた Lovelock重力理論を考え、基礎方程式の導出などを行なう。また、Lovelock重力理論
においてディラトン場の結合を考えたモデルにおいて、DEGBの場合と同じように平面対称







































· · · δ[j2m−1j2m][i2m−1i2m] =















gµλ (∇ρδgλν +∇νδgρλ −∇λδgνρ;λ) (8.1.5)


























ρ1σ1 · · ·Rµnνnρnσneγϕ (8.1.9)
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計量に関して変分をとると
























































































αnを n番目の Lovelock項の結合定数、Lnは n番目の Lovelock項とした。





















(D − 2)3A+ 2(D − 2)(Y + Z) + 2X
+ 4
[








(D − 2n)2n+1An + 2n(D − 2n)(Y + Z)An−1
















An−1 − 4nϕ′λ′An−1 + 8n1ϕ′µ′Y An−2
]
= 0, (8.2.4)







(D − 2n)2n+1An + 2n(D − 2n) (Z + 2ϕ′µ′)An−1




FL(µ) :=(D − 2)4A+ 2(D − 2)3(Y + Z + 2ϕ′µ′)
+2(D − 2)X + 4(D − 2)
(








(D − 2n)2n+2An + 2n(D − 2n)2n+1(Y + Z + 2ϕ′µ′)An−1
+ 4n(D − 2n)(X/2ϕ′′ − 2ϕ′2 + ν ′ϕ′ − λ′ϕ′)An−1





ZAn−2 + 8n1 (µ










D1 − 4p(D − 1) + 4p2
]
+D1S1 = 0 , (8.2.7)
p+ p(1 + 2p)S2 = 0 , (8.2.8)
L
[
(D − 1)2 − 4p(D − 2) + 4p2
]
+ S3 = 0 , (8.2.9)




















(8.2.8)をϖ = 1 + 2pと L = −1/ℓ2についてとく。
1 +ϖ S2 = 0, (8.2.12)
ϖ2 − 2Dϖ + (D2 +D − 1) +D1 S1 = 0. (8.2.13)
ϖを消して次を得る
F (L) ≡ S22
(
D2 +D − 1 +D1 S1
)
− 2D S2 + 1 = 0. (8.2.14)
F (L)は Lに関しての 3(nmax − 1)次の代数方程式で、もっとも大きい非自明な結合定数 α̃n
によって最高次数 nmaxは決まる (当然 nmax ≤ [D/2]を満たしているとする)。nmaxが偶数だ
と 3(nmax − 1)が奇数なので、(8.2.14)の解として必ず負の Lを見つけることができる。こ





n0−1n0 = 0 , (8.2.15)
ϖ2 − 2Dϖ +D2 +D − 1 + α̃n0Ln0−1 = 0 . (8.2.16)
となり、Ln0−1の項を消すことで、ϖの三次式に帰着させることができる。









α̃n0 > 0なので、n0が偶数ならばL∗ < 0の解が見つかり、奇数ならば解無しになることが分
かる。超弦理論から得られる曲率高次の補正項は偶数に限られると考えられているので、そ
の状況下では必ずAdS時空が解になることが分かる。実際にヘテロ超弦理論の有効作用から
得られる値 (D = 10、α2 = α′/8、α3 = 0と α4 = α′3/8)を利用すると次のような値をえる。









f(r) = f̂0 + f̂1r + f̂2r
2 +O(r3) ,
δ(r) = δ̂0 + δ̂1r + δ̂2r
2 +O(r3) , (9.1.1)
ϕ(r) = ϕ̂0 + ϕ̂1r + ϕ̂2r
2 +O(r3) .
ここで ϕと δは微分の形でしか場の方程式に現れないので原点での値を自由にとれることを
利用して δ̂0 = ϕ̂0 = 0と決める。次に、(9.1.1)を場の方程式に代入すると、ゼロ次と一次の
解はそれぞれ f̂0 = kと f̂1 = δ̂1 = ϕ̂1 = 0と求まる。二次の方程式は
D(f̂2 − 1)f̂2 + 4k(1− 2f̂2)δ̂2 + 8kϕ̂2 = 0 ,
D(f̂2 − 1)f̂2 + 2(1− 2f̂2)(f̂2 + 4kϕ̂2) = 0 , (9.1.2)
(1− 2f̂2)(2ϕ̂2 − (D − 2)δ̂2)− 4δ̂2(f̂2 + 4kϕ̂2) = 0 .
方程式 (9.1.2)を数値的に解いた結果を表9.1に載せた。境界条件として (9.1.1)の展開で (9.1.2)





表 9.1: k = 1の場合の方程式 (9.1.2)の解で AdS時空に漸近するものの値
D f̂2 δ̂2 ϕ̂2
4 1.0850432 −0.31739860 −0.23182971
5 1.1231984 −0.20045991 −0.21141146
6 1.1298841 −0.13500237 −0.19510138
7 1.1241759 −0.097812087 −0.18319807
8 1.1150320 −0.075149215 −0.17448348
9 1.1056361 −0.060330293 −0.16793263
10 1.0969813 −0.050055266 −0.16286547
86
(a)f(r)− r2/ℓ2 (b) δ(r) (c) eϕ(r)
図 9.1:五次元におけるソリトン的 AdS粒子解の振る舞い [f(r)− r2/ℓ2]、δ(r)と eϕ(r) を図示した。
漸近構造は本編の 6.3.2における解析を k = 1として利用でき、結果も k = −1の場合と似
たものとなる。ブラックホール解の場合と同じように解を特徴付ける “質量” と “スカラー電
荷” が定義できる。結果は表 9.2にまとめた。
K = −1の場合はいずれの場合も有限の半径で特異点になる。












が常に負のまま推移する場合には、η := rと ξ := tというように動径方向の座標と時間の役
割を入れ替えることで静的解を宇宙論的な解に書き換えることができる。
特に k = −1の場合には数値的に解を求めることに成功した。
η := rと ξ := tというように動径方向の座標と時間の役割を入れ替えた線素は fC(η) =
−f(r)という関数を用意して
ds2 = −f−1C (η)dη
2 + fC(η)e
−2δ(η)dξ2 + η2dΣ2−1 ,
87
(a)a(τ)[= η(τ)] (b) b(τ)





































地平線上で fC(η)はゼロになるので、ηH := rHを地平線半径として地平線付近での振る舞い






C (η) . (9.2.4)
線素は a(τ) := η(τ)と b(τ) := f 1/2C e
−δのように、スケール因子を定義して
ds2 = −dτ 2 + a2(τ)dΣ2−1 + b2(τ)dξ2 , (9.2.5)














ds2 = −dτ 2 + τ 2dΣ2−1 + dξ2 , (9.2.7)
宇宙論的な解の振る舞いは五次元時空の場合を具体例として図9.2に載せた。求めた解はビッ
グバン特異点から始まり漸近的に [(D− 1)次元のMilne宇宙]×R1に近づいていく。表 6.2の
大きい正則地平線の系列から得られた（図 6.1参照）。
特に五次元の場合には、五次元目の方向をコンパクト化することで四次元の反発宇宙解を
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